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内容提纲

¢ 概述

¢ 2.1 节点级特征

¢ 2.2 边级特征

¢ 2.3 图级特征
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l 在机器学习中，特征是用于描述单个数据对象的某些方面
的属性或变量。

l 它们对于产生准确和易于解释的预测模型，以及在各种数
据分析任务中产生良好的结果至关重要。

l 邻接矩阵过于稀疏，需要其他特征来提供更稠密以及特定
方面的信息。

概述
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概述

l 图的节点层面、连接层面、子图/全图层面都需要提取特征
成为向量/矩阵后，才能给传统机器学习方法进行处理

l 合理的特征工程将帮助传统机器学习方法发挥更好的效果。

l 虽然如今的图神经网络可以直接作用于图上，不再必须显式
抽取图的特征。但是在有些情况下仍需要这些特征的辅助，
如节点特征的初始化等。

l 新兴的图transformer模型也依赖显式抽取的图的特征
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l 2.1 节点级特征

¢ 2.1.1 中心性

p 节点度

p 接近中心性

p 特征向量中心性

p 中介中心性

¢ 2.1.2 局部聚类系数

¢ 2.1.3 图元度向量

2.1 节点级特征
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2.1 节点级特征

l 节点级特征（Node-level Features）反映图中单个节点的特

性。这些特征对于理解图结构、分析节点的重要性以及进行

机器学习任务（如节点分类）具有关键作用。

l 在社交网络中，节点级特征可以用来预测用户的兴趣、行为

或群体归属

l 在生物网络中，节点级特征可以帮助识别重要的基因或蛋白

质。

社交网络 生物网络
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2.1.1 中心性

l 在图中，节点的中心性度量该节点在图中的某种重要性。

l 中心性高的节点可能被标记为关键节点，在节点分类任务中

具有重要参考价值。

l 中心性分析还可以帮助理解网络结构，识别潜在的社区或检

测网络中的异常行为

l 通过不同的中心性度量，可以从不同角度理解和分析图中的

节点重要性，从而为图机器学习和网络科学研究提供重要的

参考依据。
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2.1.1 中心性

l 度（Degree）是图中顶点的一个基本属性，是最明显和最直

接的节点级特征和中心性的度量方式。

p 对于无向图，一个顶点的度是与该顶点相连的边的数量。记作 
deg(v)或d(v)。

p 在有向图中，入度（In-degree）指从其他顶点指向该顶点的边的数

量，记作deg-(v) 。出度（Out-degree）指从该顶点指向其他顶点的

边的数量，记作 deg+(v) 。

p 如图所示的无向图，节点1的度为2，节点3的度为

     3，节点7的度为2
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2.1.1 中心性

l 性质：

¢ 在无向图中，所有顶点的度的总和等于边数的两倍，即

¢ 在有向图中，所有顶点的入度之和等于出度之和，并且都等于边数，

即

          其中，V是图的顶点集合，E是边的集合。

l 节点度只是衡量一个节点有多少个邻居，但这不一定足以衡

量节点在图中的重要性。
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2.1.1 中心性

l 接近中心性（Closeness Centrality）衡量的是一个节点到
图中所有其他节点的平均最短路径长度的倒数。接近中心性
越高，意味着该节点能够更快地与其他节点“接触”或到达
其他节点。因此，它反映了节点在网络中的传播效率。

l 接近中心性的计算公式为：

l 其中，d(v,t)是节点 v和节点 t 之间的
    最短路径距离, n是节点总数

l 右图中节点7的接近中心性为0.6

CC(v)= 
� − �

 t∈V d(v,t)
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2.1.1 中心性

l 特征向量中心性（Eigenvector Centrality）进一步考虑与
该节点相连的节点的重要性。如果一个节点与许多高中心性
的节点相连，那么该节点的特征向量中心性也会较高。

l 其公式为                        。其中，A 是图的邻接矩阵，
λ 是一个常数，         是节点vi的特征向量中心性。

l 该公式可以被重写为一个矩阵的形式：             ，其中�� ∈
ℝ�是一个包含图中所有节点的中心性得分的向量。

l 通过求解特征方程�� = ��，可以得到单位特征向量c，而对
于连通无向图，邻接矩阵的最大特征值对应的特征向量的所
有分量都可以取正值。因此，可以选择最大特征值对应的单
位特征向量各元素作为各节点中心性得分。
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2.1.1 中心性

l 右图的邻接矩阵为

0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 0 0 1 0

l 其最大特征值为2.3429，对应的单位特征向量为

(0.335 0.335 0.450 0.335 0.335 0.450 0.384)

    各元素对应了1-7节点的特征向量中心性的值
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l 中介中心性（Betweenness Centrality）测量的是一个节点
作为其他节点间最短路径“中介”的重要性。

l 为图中不含它的节点对连通最短路径经过它的比例。具有高
中介中心性的节点通常是网络中的“桥梁”或“瓶颈”，它
们在图中的信息传递中扮演关键角色。

l 中介中心性的计算公式为：                         ，其中，   是从
节点vs 到节点vt的最短路径数量，而          是这些最短路径
中经过节点的路径数量。

2.1.1 中心性

l 右图中如要计算7的中介中心性，1、2、3中
任一节点到4、5、6的任一节点均要经过7，
其他的节点对则不需经过，则其中介中心性
为9
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2.1.1 中心性

l 不同的中心性度量有不同的适用场景。

¢ 度中心性适合简单的网络结构分析

¢ 特征向量中心性更适合捕捉复杂的网络层次

¢ 中介中心性在网络控制与优化中非常有用

¢ 接近中心性则适合衡量节点的传播潜力

l 需要根据图的类型以及具体的问题，依据不同中心性的特点
选择合适的中心性度量。
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2.1.2 局部聚类系数

l 聚类系数是图中节点倾向于聚类在一起的程度的度量。

l 局部聚类系数（Local Clustering Coefficient）是图论中用
于衡量单个节点在其邻居中形成闭合三角形（即完全子图）
的程度的指标。该系数反映了图中节点之间的紧密程度或社
群性，在社交网络中的群体发现等领域具有广泛应用。

l 局部聚类系数衡量了一个节点的邻居之间有多大可能性彼此
也是连接的。如果邻居之间完全连接，则局部聚类系数为1
；如果没有邻居之间的连接，则系数为0。

l 对于度数为di的节点i，局部聚类系数定义为           。其中，       
Ei表示节点i的邻居之间实际存在的边的数量，Ti表示节点i的
邻居可能（最多）存在的边的数量，                 。
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2.1.2 局部聚类系数

l Ci=0如果节点i的邻居都没有相互链接。

l Ci=1如果节点i的邻居形成一个全连接图，即它们都相互链
接。

l Ci=0.5意味着一个节点的两个邻居有50%的机会链接。

l 聚类系数也可以作为一个图级别的特征。整个图的聚类系数
即平均聚类系数：是所有节点的集聚系数的平均值，定义为

     


i

iC
N
1C

l 在右图中，节点 3的邻居1、2、7实际存

在1条边，最大可能是3条边，所以局部

聚类系数是1/3.
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2.1.3 图元度向量

l 图元度向量（Graphlet Degree Vector）：对某一个节点，
提取其周围不同图元（graphlet）种类（预先定义好）的个
数。它通过考虑节点在各种小型图中的出现频率来捕捉节点
的局部结构信息。这种方法为每个节点提供了一个多维的特
征向量，其中每个维度对应于一种特定的图元类型。

l 图元（graphlet）的定义为“有根、连通的非同构子图”。
简单来说，图元就是若干个节点构成的所有可能的连通图结
构，它在较大的网络中作为局部结构的代表。
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2.1.3 图元度向量

l 在下图中可以看到，当仅有两个节点时，可能的图元结构只有一种；当
有三个节点时，图元结构有三种，可能是线型连接的，或是构成一个三
角形（这里值得注意的是，当以不同的节点为根节点时，图元是不同的
，例如G1结构代表了两种不同的图元表示）；以此类推，当考虑4个或5
个节点时，构成的图元结构将会更多样。
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2.1.3 图元度向量

l 指定图元，图元度向量统计了网络中以给定节点为根的各种
图元的个数。以下图为例，1是要观察的根节点，a-d指定了
4种不同的图元结构，以1为根节点对网络G中四种指定的图
元结构进行计数统计，各图元出现的次数分别为2,1,0,1，由
此可以得到节点v的图元度向量为[2,1,0,1]。
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2.2 边级特征

l 2.2 边级特征

¢ 2.2.1 基于距离的特征

¢ 2.2.2 局部邻域重合

p 共同邻居数量

p Sorenson指数

p Salton指数

p 资源分配指数

¢ 2.2.3 全局邻域重合共同
邻居数量

p Katz指数

p LHN相似度

p 随机游走方法
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2.2.1 基于距离的特征

l 基于距离的特征（Distance-based features）可以帮助理
解图中节点间的可达性和连接紧密度。一般而言，若两个节
点之间的距离越远，可认为该节点对之间链接的重要性越低
，产生链接的可能性也越小。

l 由此，最短路径长度（shortest path length）可以作为一
种常见的节点对之间距离的衡量方式。

p 在无向图中，最短路径长度可以衡量节点间的接近程度

p 在有向图中，最短路径长度还可以反映方向性。

l 右图中节点1、7之间最短路径长度为2
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2.2.2 局部邻域重合

l 基于距离的特征有一个缺点在于，它忽略了路径的具体结构
，且不能衡量两个节点之间的共同邻居信息。

l 如图所示，1、7节点与3、6节点间的最短路径长度都是2，
但是这两对节点在图结构中的相似性显然是有所区别的。

l 局部邻域重合（Local neighborhood overlap）特征关注
节点的直接邻居之间的重合程度，这些特征有助于理解节点
的局部结构特性，适用于衡量距离小于等于2节点之间的关
系。
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2.2.2 局部邻域重合

l 共同邻居数量（Common neighbors）统计了两个节点的
共同邻居数量，以公式表示为：                                ，

其中，使用S[u,v]表示节点u和v之间共同邻居数量，N(u)和
N(v)分别表示节点u和v的邻居集合。

l 如果两个节点有大量共同的邻居，则它们可能具有较强的联
系。

l 图中1、7节点的共同邻居数量为1

|)(N)(N|],[S vuvu 

l 缺陷在于：度数越高的节点，与其他节点有
共同邻居的可能性也越高，由此会影响衡量
链接重要程度的准确性。
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2.2.2 局部邻域重合

l Sorenson指数（也称为Dice相似系数）用于衡量两个节点
共享邻居的比例，其计算公式为：         

                                  

l 其中S[u,v]表示节点 u 和 v之间共同邻居的数量，|N(u)|和
|N(v)|分别表示节点u和节点v的邻居集合的大小，即节点u和

节点v的度du和dv。图中1、7节点Sorenson指数为2×1
2+2

= 0.5

Sorenson(�, �) =
2·|�(�) ∩ �(�)|
|�(�)| + |�(�)|

=
2·�[�, �]
d� + ��

l Sorenson指数的取值范围为0到1，值越
大表示两个节点的邻居重合程度越高。它
是一种强调共同邻居相对总邻居数量的度
量，适合在网络中识别节点间潜在的强连
接。
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2.2.2 局部邻域重合

l Salton指数表示两个节点的共同邻居数与它们各自邻居数的
几何平均值之比。其计算公式为：

                                                    

l 其中                      是两个节点邻居数量的几何平均值。

l 与 Sorenson 指数相比，Salton 指数更注重邻域大小的影响
，避免了大度数节点对结果的过度影响。

l 右图中1、7节点的Salton指数为 2×1
2×2

= 1

Salton(�, �) =
2·|�(�) ∩ �(�)|
|�(�)|·|�(�)|

=
2·�[�, �]
dudv

|)(|·|)(| vNuN

l 类似的指数还有Jaccard指数，是

是共同邻居（交集）的数量除以

所有涉及的邻居（并集）的数量
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2.2.2 局部邻域重合

l 资源分配指数（Resource Allocation Index，RA指数）的思想来源于资
源分配的概念，即如果两个节点共享更多具有较少邻居的共同邻居，那
么这两个节点之间的联系更有可能被强化。计算公式为：                                           

        

l 其中|N(w)|表示与w相连的节点数量，即共同邻居 w 的度数dw。

l 相比简单的共同邻居数量，资源分配指数加入了邻居节点度数的权重，
进一步区分了不同邻居对节点相似性的重要性。





)()()()( d
1
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1),(RA

vNuNw wvNuNw wN
vu

l 图中1、7节点的共同邻居只有3，其度为3，所以RA指
数为1/3

l 类似的还有AA指数，是共同邻居的度取log后再求和
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2.2.3 全局邻域重合

l 局部邻域重合是链接预测的非常有效的方法，其主要是通过共同邻居来衡
量节点之间的相似性。然而，仅依靠这种局部邻域信息可能无法充分反映
图中更复杂的关系。

l 例如在下图中，节点 1与节点 6 之间不存在共同邻居时，局部邻域重合特
征的取值总是为0，但它们仍有可能在未来产生链接。实际上，局部邻域
重合特征只能捕捉“2跳”（2-hop）以内的邻居关系，在该例子中节点 
1 与节点 6为3跳的邻居关系，此时局部邻域重合特征显然是不适用的。

l 全局邻域重合正是试图捕捉这种超越局部邻域的、更

大范围的关系。它考虑图的整体结构，适合在处理大

规模图或社区结构明显的图时使用。
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2.2.3 全局邻域重合

l Katz指数是一种基于路径的全局相似度度量，它不仅考虑两
个节点间的直接连接，还会考虑通过中间节点的多跳路径。
通过对节点之间的所有路径进行加权求和，可以捕捉节点间
的间接关系。

l 其计算公式为：����[�, �] =  �=1
∞ ������

l 其中���� 是长度为�的路径数量，�� ∈ ℝ+是用户定义的参数，
通过对较长的路径赋予较低的权重，使得短路径的影响更大
，长路径的贡献被逐步削弱。

l 这个设计使得Katz指数既可以捕捉到局部结构，又能通过较
长的间接路径探索全局结构。
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2.2.3 全局邻域重合

l 每个长度的路径数量���� 可以利用邻接矩阵的幂来计算。例如：邻接矩

阵A中的元素Auv实际上对应了节点u与v之间长度为1的路径数量；矩阵

的2次幂A2中的元素���2 对应了节点u与v之间长度为2的路径数量...

l 以此类推，矩阵的l次幂Al中的元素���� 即对应了节点u与v之间长度为l的
路径数量。这样可以计算任意节点对之间的Katz指数。

l 如果设� = 0.5,则图中1、6节点分别有一条长度为3和4的路径，其Katz
指数为0.1875

l Katz指数的一个问题是，它受到节点度的强烈偏差。

在考虑大度数节点时，Katz指数通常会给出更高的总

体相似性分数，因为高度节点通常会涉及更多的路径

。



30

2.2.3 全局邻域重合

l 为了解决这一问题，LHN相似度(Leicht, Holme, and Newman 
similarity)通过将实际观察到的路径数与期望路径数进行归一化，来消除
这种偏差。设节点对为(v1,v2)，其计算公式为：

���(�1, �2) =
��[�1, �2]

�[��[�1, �2]]
。

l 其中A表示图的邻接矩阵，Ai [v1,v2]表示从节点v1到节点v2长度为i的路径
数。邻接矩阵的幂可以直接用于计算特定路径长度的路径数。

l 期望路径数�[��[�1, �2]]是通过配置模型来计算的，该模型假设绘制的随
机图与给定图的度数集合相同。两节点之间的期望边数，即长度为1的路

径数为：�[�[�1, �2]] =
��1��2
2�
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2.2.3 全局邻域重合

�[�[�1, �2]] =
��1��2
2�

l 其中，A[v1,v2]表示节点v1和v2之间是否存在边，m表示图中边的总数。
上式表明，边的出现概率与两个节点度数的乘积成正比，即节点的度数越
大，它们之间形成边的可能性越大。这里分母中的2是因为一个图中节点
度数之和是边数的两倍。

l 对于长度为2的路径（即通过一个中间节点连接的路径），可以进一步计
算其概率：

�[�2[�1�2]] =
��1��2
(2�)2

 ��� (�� − 1)��。

其中，分别考虑从v1到中间节点u的路径概率��1��
2�

，以及从u到v2的路径

概率��2(��−1)
2�

（其中减去1是因为u的一个边已经用于从v1到u的入边），路径

的总概率是这两部分概率的乘积。
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2.2.3 全局邻域重合

�[�2[�1�2]] =
��1��2
(2�)2

 ��� (�� − 1)��。

l 试计算图中1、7节点之间i=2时的LHN相似度。节点1
、7度都为2，其间有一条长度为2的路径，其中间节点
3的度为3。代入以上公式：

� �2[�1�2] =
2 × 2

(2 × 8)2
2 × 3 =  0.09375

�2[�1�2] = 1

l 故1、7节点的LHN相似度为

                                1
0.09375

= 10.67
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2.2.3 全局邻域重合

l 随机游走方法(Random walk methods)通过在图中模拟节点之间的随机
走动，捕捉图的全局结构信息。它可以发现两个节点间的潜在联系，即
使它们没有直接相连或局部领域重合。

l 原理:在图中从一个节点开始，按一定的概率跳转到相邻节点的过程。这
个过程会持续进行，直到达到某个终止条件（如步数限制或返回初始节
点的概率）。随机游走方法可以通过节点的访问频率或在特定节点处停
止的概率来衡量节点间的相似性。

l 普通随机游走在每一步中会等概率地选择一个邻居节点进行移动。

l 假设随机游走从节点 u开始，最终停止在节点v，那么可以通过统计从u 
到v的随机游走频率或概率，衡量u和 v之间的联系强度。
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2.2.3 全局邻域重合

l SimRank的核心思想是：两个节点如果与相似的邻居相连，那么它们自
身也应该是相似的。SimRank 通过递归计算节点间的相似性，特别适合
用于捕捉全局层面的节点关系。

l SimRank 的定义基于以下递归关系：

l 其中SimRank(u, v) 是节点u和节点v之间的相似度，N(u)和N(v)分别表
示节点u和v的邻居集合，C是一个衰减因子，用于控制相似性的递减速度
，表示路径越长，相似性越低。
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2.2.3 全局邻域重合

l PageRank通过加入节点重启的机制，使得游走者有一定的概率回到特定

的起始节点。这种方法更关注于某个特定节点的相对重要性。

l 随机游走的转移概率矩阵P=AD-1，其中A是图的邻接矩阵，D是度数矩阵，

D-1 用于对邻接矩阵进行归一化，使得每列的和为 1，表示每个节点到其邻

居的转移概率。并计算递推方程：

l 在该方程中，eu是节点u的一位指示向量，是一个长度等于图中节点数的向

量，表示从节点 u 开始的随机游走。qu[v]表示从节点u开始的随机游走最终

访问节点v的稳定概率。

l c项决定了随机游走在每一步的重启概率。如果没有这个重启概率，随机游

走的概率将简单地收敛到特征向量中心性的归一化变体。

uu eccPq )1(qu 
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2.2.3 全局邻域重合

l 上述递推方程的解为：

其中I为单位矩阵，(I-cP)-1是矩阵求逆，表示在多次迭代中如何通过转移矩
阵P来递推计算出稳定的随机游走概率分布。

l 节点间的随机游走相似性度量为：

即节点对之间的相似性与从另一个节点开始的随机游走访问该节点的可能
性成正比。如果从节点u开始的随机游走经常到达节点v，或者反过来，从节点
v 开始的随机游走经常到达节点u ，那么这两个节点就被认为是相似的。

uecPc 1
u )I)1(q  （

][][],[SRW uqvqvu vu 
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2.3 图级特征

l 2.3 图级特征

¢ 2.3.1 图划分

¢ 2.3.2 图内部的特征

p 空间特征

p 谱特征

¢ 2.3.3 子图间的特征

p 基于连通性

p 基于网络模型

¢ 2.3.4 不同图间相似性特征

p 图核方法概述

p 图元核

p Weisfeiler-Lehman核方法
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2.3.1 图划分

l 图划分（Graph Partitioning）是图论中一个重要的概念，

涉及将图中的节点或边集合划分为若干个不相交的子集，是

后续许多图级特征的基础。

l 根据对图数据的切分方式分类，图划分可以分为

¢ 点分割（Vertex Partitioning or Edge-cut Partitioning）

¢ 边分割（Edge Partitioning or Vertex-cut Partitioning）
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2.3.1 图划分

l 点分割：将图的节点分配到各个子图中，维持节点之间子

图的完整性，但可能会造成某些节点之间的边被切割掉，

如下图(a)所示。

l 边分割：将图的边分配到各个子图中，每组分配的边构成子

图，但可能会造成某些节点的冗余，如下图(b)所示。

l 根据不同目标，可以设计不同的指标来衡量划分算法划分

的效果。
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2.3.1 图划分

l 割值（Cut Value）

¢ 在图G中，设� ⊆ �表示图中节点的一个子集，�表示这个子集的补

集，即A ∪ � = �，且A ∩ � = ∅。当将图G中的节点按点分割划分为

K个不重叠的子集�1, �2, ⋯, ��时，定义该划分下的割值为：

         cut(�1, �2, ⋯, ��) =
1
2
 �=1
� |(�, �) ∈ �: � ∈ ��, � ∈ ��|

¢ 简单来说，割值表示跨越节点划分边界的边数总和。

l 图划分中的“割值”概念是评估划分效果的一个重要指标，满

足特定条件下最小化割值的划分则被称为最优图划分。
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2.3.2 图内部的特征

l 图内部的特征：对图整体特性的一种量化分析，可以判断

图中节点的紧密程度、图中子结构的复杂度等。这些内部特

征的提取对于后续的图分类、社区检测等任务具有重要意义

。

¢ 空间特征：空间特征在图分析中占据重要地位，尤其是当试图理解

图的几何形态时，这些特征能够提供直观的解释。

¢ 谱特征：谱图理论主要通过分析图的拉普拉斯矩阵的特征值和特征

向量来研究图的性质。
l 由这两大类特征，逐渐发展出后面章节介绍的空域图神经网

络和谱域图神经网络。



42

2.3.2 图内部的特征—空间特征

l 内部边数（Edge Inside）：表示图G内部的边的数量

f(G) =  ����  

l 内部密度（Internal Density）：衡量图G内部节点之间连边

的密集程度

f(G) =
 ����  

�(� − 1 ) 2

l 平均度（Average Degree）：表示图G中每个节点的平均

度

�(�) =
1
�
 
�=1

�

�� =
2|���� |
�
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2.3.2 图内部的特征—空间特征

l 超过中位数的比例（Fraction over Median Degree，FOMD
）：衡量图中的一个子图G中节点的内部度数超过全图节点

度数中位数的节点比例：

f(G) =
|{�: � ∈ �, |{(�, �): � ∈ �, (�, �) ∈ �| > ��}|

�

其中，��表示整个图中节点度数的中位数

l 超过中位数的比例（Triangle Participation Ratio，TPR）衡

量图G中有多少比例的节点构成三角形（即与图内两个其他

节点形成三角形）：

f(G) =
|�: � ∈ �, {�, � ∈ �, (�, �) ∈ �, (�, �) ∈ �, (�, �) ∈ �} ≠ ∅|

�
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2.3.2 图内部的特征—空间特征

l 连通图：在无向图G中，如果G包含一条从u到v的路径，则

两个顶点u和v被称为是连通的。否则，它们被称为是非连通

的。如果图中的每一对顶点都是连通的，则称G是连通图。

l 点连通度

¢ 点割集：对于连通图G=(V,E)，如果存在一个顶点子集� ⊆ �且
G[V\A]不是连通图，则A是图G的一个点割集。大小为1的点割集又

被称作割点。

¢ 对于连通图G和整数k，若|V| ≥ k + 1且G不存在大小为k-1的点割集

，则称图G是k-点连通的，而使得上式成立的最大的k被称作图G的点

连通度，记作k(G)。
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2.3.2 图内部的特征—空间特征

l 边连通度

¢ 边割集：对于连通图G=(V,E)，若� ⊆ �且G(V,E\F)不是连通图，则F
是图G的一个边割集。大小为1的边割集又被称作桥。

¢ 对于连通图G和整数k，若G不存在大小为k-1的边割集，则称图G是

k-边连通的，而使得上式成立的最大的k被称作图G的边连通度，记

作λ(G)。

l 下图点连通度为1，边连通度为2。可以证明，一个图的点

连通度总是小于等于其边连通度。
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 常用的图拉普拉斯矩阵有三种，这三种矩阵表达的含义相似

，但性质上略有区别。

方式 定义 适用场景

原始拉普拉斯 � = � − � 适用于基本的图聚类任务

标准化拉普拉斯 � = � − �−1 2��−1 2 适用于处理节点度数差异较大的图
的切分问题

随机游走拉普拉斯 � = � − �−1� 适用于希望通过模拟随机游走过程
来获取图的结构信息的聚类任务
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 原始拉普拉斯矩阵

¢ 设f是图上的一个信号向量，其第�个元素�[�]与节点��相关。将L与f
相乘，会得到一个新的向量h

� = �� = (� − �)� = �� − ��

     h向量的第i个元素可以被表示为：

�[�] = �(��) ∙ �[�] − 
�=1

�

��,� ∙ �[�]

= �(��) ∙ �[�] −  
��∈�(��)

��,� ∙ �[�]

=  
��∈�(��)

(�[�] − �[�]) 

¢ h[i]是节点��与其邻居N(��)在�上的差值的总和
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 原始拉普拉斯矩阵

¢ 尝试计算����

���� =  
��∈�

�[�]  
��∈�(��)

(�[�] − �[�])

=  
��∈�

 
��∈�(��)

(�[�] ∙ �[�] − �[�] ∙ �[�])

=  
��∈�

 
��∈�(��)

 
1
2 �

[�] ∙ �[�] − �[�] ∙ �[�] +
1
2 �

[�] ∙ �[�] 

=
1
2  
��∈�

 
��∈�(��)

(�[�] − �[�])2

¢ ����是相邻节点之间差值的平方和的一半
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

¢ 假设W是未经标准化的邻接矩阵，A是标准化后的邻接矩阵A =
D−1/2WD−1/2，��∶=�(��)，则，

① Aii = 0，

② Aij = 1 ���� , (i, j) ∈ E，

③ Aij = 0, (i, j) ∉ E且(Av)i =
1
��
 

�:(�,�)∈�

1
��
��

¢ 类似的，将一个信号向量右乘标准化拉普拉斯矩阵也可度量该信号
在图中的变化量：

(Av)i =
1
��

 

�:(�,�)∈�

1
��
��              (Lv)i = �� −

1
��

 

�:(�,�)∈�

1
��
��

¢ (Lv)i得到的是第i个节点相对于其邻居的变化量

l 标准化拉普拉斯矩阵
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 标准化拉普拉斯矩阵的特征值与特征向量

l 性质

¢ 标准化拉普拉斯矩阵是对称的

¢ 标准化拉普拉斯矩阵是半正定矩阵，特征值非负

¢ 对于一个含有N个节点的图G（这里为正则图），标准化拉普拉斯矩

阵总存在特征值0：令u1 =
1
N
(1,⋯, 1)，显然Lu1 = 0 = 0u1，即u1

是特征值0的特征向量

¢ 本章以下均讨论标准化拉普拉斯矩阵
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 特征值与单位特征向量

¢ 单位特征向量之间满足uiuiT = 1且uiujT = 0

¢ 特征值满足λi = uiTLui

¢ L的特征值描述了其对应单位特征向量在图上变化量的强度。由上文

，知道����度量了信号�在图上变化的平方和。那么令� = ��，有

                                    ������ = ������� = ��

即��的值越大，表面其对应单位特征向量所对应的图信号在图上的

变化越剧烈。故��也称对应特征向量的平滑度。
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 特征值与特征向量

¢ 以下是不同特征值对应的特征向量的实例，可以看到特征值越大，

其对应的特征向量越不平滑

¢ 如果将上述分解得到的��与一个图信号向量x相乘，即x = UT�，则

信号x可以通过拉普拉斯矩阵的特征向量进行线性加权来表示。根据

正交矩阵的性质，逆变换也容易得到，即� = ��。
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 图傅里叶变换

¢ 从数学的角度讲，与UT相乘的过程本质是将信号x向UT构成的空间

进行投影。上述过程被称为图傅里叶变换，拉普拉斯矩阵的特征向

量被称为傅里叶基，通过傅里叶变换后的信号�被称为傅里叶系数。

¢ 不同特征值对应的特征向量也可以看作不同变化剧烈程度的图信号

，也就是可以看作图上不同频率的基。这样，图傅里叶变换与普通

的傅里叶变换有着异曲同工之妙，都是将一个信号转换到频域上。
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2.3.2 图内部的特征—谱特征

l 特征值与特征向量

¢ 指示向量：图的连通分量可以写作一个指示向量，其对应连通分量

的顶点位置上为1，而其他位置为0。

p 例如，如果图G中有两个连通分量，那么对于第一个连通分量，所有属

于该连通分量的顶点在指示向量中对应的位置为1，其他位置为0；对于

第二个连通分量，同样有一个类似的指示向量。

¢ 令G是一个无向有权图，则拉普拉斯矩阵L的特征值0的几何重数k等
于图G中连通分量的数量。这个特征值所在的特征空间是由这些连

通分量的指示向量生成的。

¢ 换句话说，这些特征值为0对应的特征向量实际上是各个连通分量的

指示向量。
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2.3.3 子图间的特征

l 社区结构是网络研究中的一个重要概念，尤其在数据挖掘和社

交网络分析领域受到广泛关注。

l 一般认为社区结构是将网络中的节点划分为若干个集合，其中

每个集合内的节点之间连接密集，而集合之间的连接稀疏。
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2.3.3 子图间的特征

l 社区分析通常包括两个阶段：首先，从网络中检测出有意义

的社区结构；其次，评估所检测到的社区结构的合理性。

l 子图间特征分析是社区检测中的重要步骤，这一分析能够帮

助识别网络中的紧密连接群体。

l 通过对比子图之间的连接强度、扩展系数等指标，可以评估

子图之间的关系，判断社区结构的合理性。
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2.3.3 子图间的特征—基于连通性

l 比割值（Ratio Cut）：令�1, ⋯, ��表示将图划分为K个子集，|Ak|表示

第k个子集中的节点数

RatioCut(�1, ⋯, ��) =
1
2
 
�=1

�
|(�, �) ∈ �: � ∈ ��, � ∈ ��|

|��|

l 扩展系数（Expansion）：衡量在同一图G下，子图ω中每个节点指向子

图ω外部的边的平均数量

f(ω) =
|�����|
|�|

       其中|�����|表示从子图ω指向外部的边数量，|ω|表示子图的节点数量。

l 割比率（Cut Ratio）：衡量从子图中离开的边占所有可能的边的比例

f(ω) =
|�����|

|�| ∙ |� \ �|

      其中，|G \ ω|表示全图中不属于子图ω的节点数量。
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2.3.3 子图间的特征—基于网络模型

l 网络模型：用于描述和理解网络结构及动态特性的理论模型。这些模型

帮助理解和模拟现实世界中的各种网络，如社交网络、互联网、生物网

络等。

l 比如在一个随机网络模型中，每对节点之间都以相同的概率连接来生成

网络。基于网络模型的特征通过对比给定的图与一个网络模型生成的图

的差距，给出特征的值。

l 模块度（Modularity）：是一种衡量网络中社区

结构质量的指标。要计算一个网络的模块度，

需要构造一个具有相同节点度分布的随机网络

作为参照。

l 通俗地来说，模块度的物理含义是：实际的边

数与随机情况下的边数的差距。如果差距比较

大，说明社团内部密集程度显著高于随机情况

，社团划分的质量较好。
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2.3.3 子图间的特征—基于网络模型

l 模块度

¢ 无权无向图的定义为

��� =  
�∈�

 
 ���� 
|�| −  

 ���� + |�����|
2|�|

 
2

 

      其中，|����|表示子图�内部的边数，|�����|表示从子图�指向外部的
边数，|E|表示图的总边数。

¢
 ���� 
|�|

表示社区内部的边占总边数的比例

¢
 ���� +|�����|

�|�|
是社区连接到内部和外部的边占总边数的比例
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2.3.3 子图间的特征—基于网络模型

l 模块度

¢ 另一种定义方式为

��� =
1

2|�|
 
�,�

[��� −
�(�)�(�)
2|�|

]���,��

     其中，���是邻接矩阵的元素，如果节点i和j之间有边则为1，否则为0；
d(i)和d( j) 分别表示节点i和节点j的度数，���,��是Kronecker delta 函数，
当i和j属于同一子图时返回1，否则为0。

¢
�

�|�|
 �,����表示子图内部实际的边数的比例

¢ 事实上，如果把同一个图中的边随机放置，则节点i和节点j之间边树的
期望值是�(�)�(�)

�|�|
， �

�|�|
 �,�

�(�)�(�)
�|�|

表示随机情况下社区内部期望的边数的

比例

¢ 因此，模块度的定义可以看作是，在社区内部的边的比例，减去边随机
放置时社区内部期望边数的比例。模块度值越高，表示图中的子图结构
越明显，即子图内部的节点连接紧密，子图之间的连接稀疏。
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2.3.4 不同图间相似性特征—图核方法概述

l 核方法（Kernel methods）：一种广泛使用的图水平的特征

表示方法。数学上核方法的核心是不需显式设计全图的向量

特征，而是设计一个核函数�(�, �′) ∈ �去计算两个图的相

似度

l 然而，经常使用的图核方法确实显示给出了每个图的向量特

征，并且直接用点乘去计算二者的相似度。

l 可以对图使用词袋法（Bag-of-Words，BOW）以获得图的

全局向量特征。

¢ 例如，可以根据图中节点的度数、中心性或聚类系数来计算直方图

以用作图级表示。但这些方法的缺点是这些节点信息大多是一些局

部信息，可能会错过图中重要的全局信息。
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2.3.4 不同图间相似性特征—图元核

l 图元（Graphlet）：在固定数量节点下构成的任意图结构。

¢ 例如，下图展现了四种不同的由三个节点构成的图元。注意与前文

的节点级特征中的图元不同，这里的图元没有一个特定的根节点，

因此相同节点个数下图元的种类也较少一些。



63

2.3.4 不同图间相似性特征—图元核

l 图元核方法的基本思想：对图网络中的各种图元进行计数从
而得到图的向量表示，进而利用该向量表示计算内积来衡量
图之间的相似度。

l 用符号��表示第i种图元，含有k个节点的�� 种图元构成的列
表记作�� = (�1, �2, ⋯, ���)，当给定一个图G时，可以定义
图元统计向量为fG ∈ Rnk，其中(��)� = #(�� ⊆ �)，i =
1,2,⋯, nk，即图�中该种图元的个数。

l 下图对k=3情况下某个图G的图元向量生成方法进行了示例
说明，在该图中，�� = (1,6,3,0)。
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2.3.4 不同图间相似性特征—图元核

l 图元核计算方法：给定两个图�和�′，K(G,  �′) = �����′，即

两个图的图元统计向量的内积。

l 有的时候两个图规模不一致可能会导致图核值偏斜程度严重

，因此在计算图元核之前可以先对图元统计向量进行归一化

操作：

hG =
��

���(��)
         K(G, �′) = ℎ��ℎ�′

l 但是计算图元是非常昂贵的。在一个大小为n的图上，通过

枚举法计算k个节点图元的数量需要耗费O nk 的时间。
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2.3.4 不同图间相似性特征—WL核方法

l Weisfeiler-Lehman（WL）核方法：一种通过迭代的邻域聚合策略来改

进基本的词袋方法的一种图核算法。提取比单一节点的局部邻域图包含

更多信息的节点级特征，并将这些更丰富的特征聚合成图级表示

l WL核方法的步骤如下：

¢ 初始标签赋值：首先，给每个节点分配一个初始标签�(0)(�)。比如，这个初
始标签可以设置为节点的度数，也可以是其他值。

¢ 标签更新：接下来，通过对节点邻域内的当前标签集进行哈希处理，迭代地
为每个节点分配一个新标签。新标签的计算公式为：

 �(i) (�) = ����   �(�−1)(�) ∀� ∈ �(�)   

¢ 其中，双花括号表示多重集（Multi-Set），HASH函数则将每个独特的多
重集映射到一个唯一的新标签。

¢ 特征表示和核计算：在运行K次重新标签迭代（即步骤2）后，每个节点都
有了一个新标签�(�)(�)，这个标签总结了节点v的K邻域结构。最后，通过测
量两幅图的最终标签集向量之间的差异来计算WL核。
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2.3.4 不同图间相似性特征—WL核方法

l WL核方法相比于图元核方法拥有更高的运行效率，总体时

间复杂度为O(|�|)，因此在实际应用中也更加广泛。

l 也有书将赋予和更新的节点标签称为颜色，因为该核方法采

用了一个名为“Color Refinement”的算法，下面基于这种叫

法给出WL核方法的具体例子。首先，给定两个图，为每个

节点指定一个初始颜色，这里颜色使用数字作为替代
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2.3.4 不同图间相似性特征—WL核方法

l 接下来，为每个节点聚合邻居节点的颜色信息，以第一个图

左上角的节点为例，它有三个邻居节点，因此聚合后的信息

变成了(1, 111)：

l 根据HASH表映射每个节点聚合后的颜色，仍然以第一个图

左上角节点为观察对象，经过HASH映射，它由(1, 111)映
射成了对应的颜色4：



68

2.3.4 不同图间相似性特征—WL核方法

l 假设经过两轮迭代完成了Color Refinement过程：
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2.3.4 不同图间相似性特征—WL核方法

l WL核此时对Color Refinement过程中每种颜色对应节点的

数量进行计数统计从而得到图的特征向量表示：

l 完成如上所有步骤后，WL核的值即可通过颜色统计向量的

内积计算得到，在上图例子中

���(�, �′) = ∅(�)�∅(�′) = 49


